逆 矩 阵 的 概念 与 性 质 


用 行 初等 变换 求 着 矩阵 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


一 逆 和 窍 阵 的 概念 与 性 质 
2 : 矩阵 人 
数 x 40: ao-1= xia =1-oc 


定义 : 设 A 为 n 阶 矩阵 ， 若 存在 n 阶 矩阵 6， 使 得 
AB = BA= |， 
则 称 A 为 可 逆 矩 阵 ，B 为 A 的 逆 矩 阵 ， 记 为 A-! = B 


右 A 可 了 迎 ， 则 A- 和 存在， 且 AA1 =A1A= 1 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


一 逆 征 阵 的 概念 与 性 质 


1. 单位 阵 上 : 1-1=1 
2. 对 角 阵 : 


CKD” = 7 (大 0) 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


一 逆 息 阵 的 概念 与 性 质 


定理 1: 设 4 可 闭 ， 则 它 的 逆 是 唯一 的 . 


延 : 设 有 B 和 (5 满足 
AB=BA=1  AC= CA=|， 


则 B = BI=B(AC) = (BA)C = IC= C 


各 A，B 均 为 方 阵 ， 且 AB =1 (或 BA = 1)， 
则 A 可 逆 且 B=A-1. 


以 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


一 逆 征 阵 的 概念 与 性 质 


1，A- 可 逆 ， 且 (AD -1 = A; 

2. 入 A 可 逆 ， 且 (入 用 -1 = 了 

3. AB 可 六 ， 且 (AB)-1 = B-1 A-1: 

4.， AT 可 拷 ， 且 (人 AD- = (AD)1T. 

证 3: (AB) (B-1A-1) =A(BB-1A-1) =AA-1=| 
所 以 AB 可 了 逆 ， 且 (AB) -=B-1A-: 


4: AT(A-D)T =(A-A)T =[ 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


一 逆 和 矩 阵 的 概念 与 性 质 
例 1. 设 方 阵 A 满 足 A2-A - 21=O, 证 明 : 
(1) A 和 /1- A 都 可 逆 ， 并 求 其 逆 和 矩阵 ， 
(2) A+1/ 和 A-2/ 不 同时 可 逆 . 


证 : (1) : 4(4- 门 =27 
40G(4-ZDDD)=7 
所 以 4 可 逆 , 且 4 =3(C4 一 站 
(400 一 可 =7 

所 以 T- 4 可 逆 , 且 (T--4 分 ”=-14 

2): (4+1C4-27m= 人 -4-27=O 


所 以 ，A+| 和 A-21 不 同时 可 道 . 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


地 息 阵 的 概念 与 性 质 


例 2 设 刀 = 巨 ，4= 二 
证 明 : 4 可 逆 且 4 = 2 37 4). 


下 (37-- 外 514 


-+B)->C+ 


-=7+2 有 7- (+28+B2] 
届 呈 
= 二 7 十 二 琅 一 一 7 一 琅 一 二 万 一 了 
2 


4 可 逆 且 4 -GT-4， 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


一 逆 息 阵 的 概念 与 性 质 


例 3 和 矩阵 4 满足 : 公 =0， 
遇 证 明 : 7-4 可 地， 分析: (T- 4)。? = 工 
(2) 求 : (C- 人 分” . 


解 ; (1- 41+4+ 和 十 二 4 
| 
= 了 -全 =7 

7T- 4 可 道 且 (IT-4)=T+4+…+41 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


地 息 阵 的 概念 与 性 质 


例 4. 设 4 可 逆 ， 风 
4X =5 有 了 唯一 解 X = 4 0 


4X =0 只 有 零 解 系 =0 
问题 : 初等 算 阵 可 逆 吗 ? 其 逆 阵 呢 ?_ 


玉 ; = 五 五 (e)= 互 (cz0; 巨 ; (c) = 互 ; (-o) 


ZX 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


了 逆 息 阵 的 概念 与 性 质 


定理 : 设 A 为 n 阶 矩阵 ， 则 下 列 各 命题 等 价 : 


音 和 上 w 六 一 


， A 是 可 秒 的 ; 


AX = 0 只 有 零 解 ; 
A 与 | 行 等 价 ; 
A 可 表 为 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 . 


。 1 一 2 品 然 (为 什么 ? ) 


2 一 3: 4 一 > 中 ( 行 阶梯 形 矩 际 ) 
BX = 0 只 有 零 解 


(否则 B 的 最 后 一 行 元 素 全 为 0， 
的 对 角 元 均 非 零 。 出 BXe0 志 下 要 侦 生 军 定 全 


则 ， 好 -一 一 ”> 刀 的 行 简 化 阶梯 形 =7 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


一 逆 息 阵 的 概念 与 性 质 


3 一 4: 由 条 件 ，4 可 经 行 初等 变换 得 /. 
存在 初等 矩阵 媚 万 二 使 得 五 下 履 14 一 7 
4= 石 五 了 = 万 五” 


4 一 1: 显然 〈 为 什么 ? ) 


下 充分 性 : 4X =0 有 唯一 解 X= 4 
必要 性 : ” 设 AX = b 有 了 唯一 解 X， 但 A 不 可 逆 . 
A 不 可 逆 一 AX = 0 有 非 零 解 Z. 
令 Y=X+Z， 则 Y 为 AX = b 的 解 ， 了 矛盾 . 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初等 变换 求 逆 息 阵 


求 逆 矩阵 的 简便 方法 
设 4 可 逆 , 所 以 存在 初等 矩阵 后 ，…， 后 ”使 得 


PieP4=L 


4 过 帮 Re 0 


(4 门 一 > 4) 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 财 起 阵 


| 
例 5. 求 A 的 逆 和 阵 : 4=|2 1 2) 
3 3 


] 


解 
LT 1] 2 3|11 00 
(4 站 =|2 12010| >l0 -3 -4|-2? 1 0 
133I00 0 1 01-10 1 
12 311 0 0 1 23|1 0 00 
RE 
0 0 -4|-3 1 3 001| 3 -1 一 3 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


用 行 初等 变换 求 逆 息 阵 


] 
所 以 ， 4 = 二 一 4 0 4 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 逆 息 阵 


例 6， 求 4 的 首 和 矩阵; (1 -2 1 
二 | 2 U 1 
解 0 4 -1 
| 0 0 1 -2 111 0 
(4DmD=|2 0 11010Il>l0 4 -1I-2 1 
0 4 -1l001 0 4 -1| 0 00 
1 -2 11|11 0 0 4 趟 可 道 
->|0 [4 -1 -2 1 0 
0 0 02 -= 1 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 财 起 阵 


-1 0 0 
1 -1 0 |， 
1 1 =- 


计算 : (D)(4+ 27J!( 4 e 47) (2)(4+27)(4-27). 
解 : (4+27 站 (4 -47)=(4+27(4+2704-2D 
2 


例 7” 设 和 窍 阵 4 = 


二 二 |= 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


用 行 初等 变换 求 逆 息 阵 


(2) (4+27) (4- Eee ?7 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


na 


解 : (U4 4X=X=47B. 


2 2 310 0 
(47)=|1 -10010 
-1 2 100 1 

1 -10010 
->|2 2 310 0 
-1 2 1001 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 财 起 阵 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 财 起 阵 


解 矩 阵 方 程 的 其 他 情况 : 
(UL4XB =C, 且 4 与 刀 可 闭 , 则 
4 4XBB =4CB 一 ，X=47CPB. 
(2)4X+B=C， 且 4 可 逆 , 则 
4X=C- 下 ，X=4(C- 万 ). 
(3) 如 果 4 不 可 逆 , 怎 样 求解 矩阵 方程 : 
4X = 及 ? 


二 = 由 4X = 驴 建 立 3 个 
兴 31 只 32 愉 33 


线性 方程 组 求解 . 


设 大 = 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


用 行 初 等 变换 求 针 矩阵 


例 9 求 4 的 逆 和 矩阵 4 . 


0 ww 0 … 0 
0 0 ww … 0 ， 
4= ] ec *o0 
0 0 0 0 | 一 
4a 0 0 0 
0 w 0 0 1 0 0 0 
0 0 mw 0 0 1 0 0 
解 :| 
0 0 0 0 0 0 0 
as， 0 0 0 0 0 1 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 财 息 阵 


4 


L2 


妨 一 工 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


用 行 初等 变换 求 逆 息 阵 


1 0 00 0 人 
L 
| 
0 工 0 0 一 0 0 
人 1 
三 
0 0 0 0 0 一 0 0 
Li2 
0 0 0 1 0 (0 
L7 1 
ee 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 逆 息 阵 


例 10 设 三 阶 矩 阵 4, 史 满足 关系 : 
lI2 DO 
4 8B4=64+B4, 是 4= 1U/4 求 了 . 
OO) 1/7 
解 4 2B4-B4=64 
二 (4 人-BE)B4=64( 4-7TB=67 


一 B=6(L4- 丰 . 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


二 . 用 行 初 等 变换 求 逆 违 阵 


2 
-6 0 4 0|-|0 .101=00 
0 0 7 0 0 1 
1 0 0 6 0 0 
0 0 156 0 0 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


学 到 了 什么 ? 


逆 矩 阵 的 概念 与 性 质 
用 行 初等 变换 求 逆 矩 阵 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


